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01 — Introduzione.

Fratutte le funzioni numeriche redli, le funzioni continue assumono una importanza particolare.
Le funzioni continue rappresentano la classe di funzioni piu frequentemente utilizzate nei problemi
di matematica e fisica. Per questo motivo il loro studio € basilare.

Intuitivamente una funzione continua € quella per cui, disegnandone il grafico cartesiano, “non si
staccala pennadal foglio”. Il termine continuita ha quindi in matematica lo stesso significato che
ha nel linguaggio comune.

Un atro modo di definire intuitivamente una funzione continua e che avvicinando a piacere due punti
del suo dominio, anchei corrispondenti punti del codominio si avvicinano a piacere.

E’ chiaro che siffatte definizioni empiriche non possono soddisfare |’ esigenza di precisione ed
assiomaticita della matematica moderna. Vedremo nei prossimi paragrafi come si definisce
esattamente una funzione continua nonché le sue principali proprieta

02 — Funzioni reali continue.

Unafunzione f appartenetea FA (I'insieme delle funzioni numeriche reali definitesu A,
sottoinsieme di R) s dice continua nel punto x0 appartenentead A secomunquesi
prende unintervalo aperto | contenente f(x0) , esistein corrispondenzaun intervallo aperto
J contente X0 etalechetutteleimmagini f(x) con x appartenetea J intersecato con

A cadonoin | .

Ovvero:
le B3 Fxo) € b B3k 2 % € b2, f(x) € b Bl Wx € kB[ M1 4

Graficamente :
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Se unafunzione e continuain ogni punto appartenente ad un sottoinsieme B di A , essas
dice continuasu B.

Per le funzioni continue valgono | seguenti importanti teoremi :

-se f eunafunzione numericarealee x0 appartienea dominio A intersecato con
D(A) (derivatodi A), allorasono equivalenti le seguenti tre affermazioni :

1-f econtinuain x0
2—illimitedi f in x0 e f(x0)

3 —seunaqualungque successione xn in A convergea x0 ,alora f(xn)
convergea f(x0)

-se f e g sono funzioni numerichereali condominio A continuein x0 appartenente
ad A dlora:

f+g écontinuainx0

f—g écontinuain x0

f* g écontinuain x0

f/g econtinuainx0seg(x) #0perogni X appartenentead A
If]  econtinuainx0

c*f econtinuainx0, dove ¢ eunnumero reale qualungue

L’insieme delle funzioni numerichereali di dominio A continue sututto A vieneindicato
con
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Owviamente CA eun sottoinsieme propriodi FA.

In generale una funzione numerica reale puo essere non continua (discontinua) in nessuno,
uno o piu punti del suo dominio el’insieme dei punti di discontinuita puo essere finito,
infinito numerabile o infinito continuo (ovvero con cardinalita 0, n, alefO oppure alefl).

E’ interessante notare che esistono funzioni non continue in nessun punto del loro dominio.
Un esempio di cio € lafunzione di Dirichlet definita cosi :

f(x)=1 se x erazionale
f(x) =0 se x eirrazionade

Lafunzionedi Dirichlet & discontinuain ogni punto del dominio R perchéin ogni intervallo
aperto sull’asse delle x , per piccolo che sig, esistono infiniti numeri razionali ed infiniti
numeri irrazionali.
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Dal grafico s vede chel’intervallo J che contiene il numero razionale m/n , che haimmagine

1 contenutanell’intervallo | , contiene anche numeri irrazionali che hanno immagine O , quindi
fuori da | e questo per qualungque intervallo J. Cio vale anche considerando un numero
irrazionale del dominio. Questo dimostra intuitivamente che lafunzione di Dirichlet e discontinua
inogni puntodi R.

03 — Prolungamento continuo.

Consideriamo dueinsiemi A e B sottoinsiemidi R, dicui A € sottoinsieme proprio
d B edédensoin B (ovvero B ésottoinsiemedellachiusuradi A).

Siano f e g duefunzioni continuein B . Selerestrizionidi f e g ad A sono uguali,
dlora f e g sono uguali.
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Seinvece g econtinuain A econvergeinogni puntodi B -—A , aloraesiste unasola
funzione f continuain B talechelarestrizionedi f ad A (f/A) eugudea g.

Questafunzione f s chiamaprolungamento continuodi g su B.

Questo importate teorema (di cui omettiamo al dimostrazione) ci permette di prolungare
unafunzione continua, definitain uninsieme, ai punti di accumulazione dell’ insieme che non
appartengono all’insieme stesso. Prolungare significa quindi creare una nuova funzione

che siauguale alavecchiane punti dell’'insieme di partenza e che abbialo stesso
“comportamento” nei nuovi punti (punti di accumulazione del vecchio insieme che

non appartengono allo stesso).

Come esempio di cio consideriamo I'insieme Q dei numeri razionali el’'insieme R dei numeri
reali. Q eédensoin R e R—Q el'insemede numeri irrazionali.

Siadefinitasu Q lafunzione y =x* X. Orbeneil precedente teoremaassicurache y puo
essere prolungato sull’intero R. 1l prolungamento saraovviamente y =x * X con X reale.

04 — Funzioni continue limitate.

Seil dominio di unafunzione continua € limitato e chiuso, alloralafunzione possiede un
massimo ed un minimo. Questo importante teorema (di cui omettiamo al dimostrazione)
e dovuto aWelerstrass.

Diamo un esempio grafico :

¥

rnax(f]

rmir[f]

05 — Funzioni uniformemente continue.

Abbiamo definito la continuita di unafunzione in un punto e su di un insieme. E’ possibile
pero distinguere fra continuita (cosi come e stata definita precedentemente) e continuita
uniforme in base al modo in cui unafunzione e continua in tutti i punti di uninsieme.
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Unafunzione numericareale definitasu A s diceuniformementecontinuasu A se:

Yee RPAS() e R 3|/ (x" - Fx"| < ¥x' 2" 4,

x— :J:"| < &)

La continuita uniforme implicala continuita, manon viceversa.
Lafunzione y=x* x & uniformemente continuasu [-1, +1] e continua sullo stesso dominio.

Lafunzione y=1/x écontinuasu ]0,a (a>0) manon eivi uniformemente continua. I nfatti,
se osserviamo il grafico (omettiamo la dimostrazione esatta limitandoci ad una dimostrazione
intuitiva) :

N

s notache presoun € qualungue, non e possibile prendere un corrispondente & ben
definito perchélasceltadi & dipendedallavicinanzaall’ origine. Piu ci s avvicinaal’ origine
piuil & corrispondentesi avvicinaa O.

La continuita uniforma esprime quindi un modo “uniforme” per unafunzione di essere continua
in tutto il dominio.

Per le funzioni uniformemente continue vale I’ importante teorema di Heine-Cantor :

seil dominio A di unafunzione numericareale continua e limitato e chiuso, allorala
funzione e uniformemente continuasu A (omettiamo la dimostrazione).

05 — Funzioni assolutamente continue.

Una funzione puo essere continua od anche uniformemente continua su un intervallo [a, b]
ma per esempio “oscillare” (nel tendere ad un punto) cosi tanto che la variazione della funziona
in questa oscillazione non puod essere presa piccola a piacere.

Sia f unafunzione numericareale definitasull’intervallo [a, b] . Lafunzione f s diceche
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e assolutamente continuasu [a, b] se:
Yee R8s e R

tale che, qualunque sia n appartenentead N equalunque sianoi sottointervalli di  [a, b]
definiti come:

e, By L i=12m

fali che

Jes, By 8,1 = 60 =

risulta:

S A - Fle)| <

i=l
SO

S16, — ey < 5(e)

=l
L a assoluta continuita implicala uniforme continuita (e quindi la continuitd) manon viceversa.
Fine.
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